LUDWIG-

MAXIMILIANS-
UNIVERSITAT
MUNCHEN MATHEMATISCHES INSTITUT

Paula Reichert, Tamas Makai Wintersemester 2025/26

Lineare Algebra (Informatik)
Ubungsblatt 3

Aufgabe 1 (Mengen)
(i) Geben Sie alle Teilmengen der Menge {1,2, 3,4} an.
(ii) Wieviele dieser Teilmengen A erfiillen die Bedingung {1,2} C A?
(iii) Fiir wieviele Teilmengen A gilt 2 € A, aber nicht {1,2} C A?

Losung 1
(i) Die Menge {1,2,3,4} hat genau 16 Teilmengen
0.1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {1,4},{2,3},{2,4}, {3,4},
{1,2,3),{1,2,4},{1,3,4}, {2, 3,4}, {1,2,3,4}

(ii) Das sind genau die Teilmengen, die die Elemente 1 und 2 enthalten, und selber nicht {1,2} sind,
also:

{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4}

(iii) Das sind die Teilmengen, die 2 enthalten und gleichzeitig 1 nicht enthalten. Es gibt vier davon,
némlich:

{2},{2,3},{2,4},{2,3,4}.

Aufgabe 2 (Darstellungen von Mengen)

(i) Vereinfachen Sie: 77(({0, 1} x {0,1}) \ ({(0,1)} U {(1, 1)}))

(ii) Vereinfachen Sie: (Ng \ {2n —1: n € N}) x (N\{2n: n € No})
Geben Sie dabei alle Schritte an.

Losung 2

(i) Wir vereinfachen:

P(({0,1} x {0,1) \ ({(0, D} U{(1, 1)}))
1

=P({(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} \ {(0,1),(1,1)}) [Def. Kreuzprodukt, Vereinigungsmenge]
=P({(0,0),(1,0)}) [Def. Differenzmenge]
={0,{(0,0)},{(1,0)},{(0,0),(1,0)}} [Def. Potenzmenge]

(ii) Wir vereinfachen

(No\{2n—1: ne N}) x (N\ {2n: n € Ng})
={2m: me Ny} x{2n+1: n e Ny} [Def. Differenzmenge]
={(2m,2n+1): m,n € No} [Def. Kreuzprodukt]



Aufgabe 3 (Rechenregeln auf Mengen)
Sei 2 eine Grundmenge und A, B, C' C ). Zeigen Sie:
(i) AuU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
(ii) (AUB)¢= A°Nn B¢
(iii) Sei Z eine nichtleere Indexmenge und Vi € Z : A; C Q. Dann gilt:

(U A> ey

i€l i€l
Uberlegen Sie sich, dass (i)-(iii) analog gelten, wenn man jeweils () und |J vertauscht.

Losung 3
(i) Wir miissen zeigen, dass
reAU(BNC) < z€ (AUB)N(AUCQ).
Es gilt

re AU(BNCO)
<~ (re€A)V(xeBnO)
<~ (€ A)V(xeBArzel) (1)

und

ze(AUB)N(AUC)
< (r € AUB)A(z € AUC)
< (reAVezeB)AN(xe AVvz e (). (2)

Wir zeigen die Aquivalenz der Aussagen (1) und (2) mittels Wahrheitstafeln.
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(ii) Wir miissen zeigen, dass
r € (AUB)° <= z € A°Nn B".
Es gilt

x € (AUB)°
<~ ¢ AUB
<= —-(x € AUB)
< -(r € AVzxe€B) (3)



und

x e A°NB°
< (r € A°) N (x € B°)
> (z g A)A(x ¢ B)
< ~(x € A)AN—(z € B). (4)

Die Aquivalenz von (3) und (4) haben wir in Ubungsblatt 2, Aufgabe 1 (i) gezeigt; das ist die
zweite De Morgan Regel. O

(iii) Es gilt
1€

<:>—|<Jc€ UAi>

i€
= (diel:xel)
= Viel:—(xei)
= Viel:xe€Af
S A ﬂAf

1€

Aufgabe 4 (Fundamentalsatz der Arithmetik)

Zeigen Sie: Jede natiirliche Zahl n € N,n > 2, ist eindeutig als Produkt endlich vieler Primzahlen
darstellbar.

Dabei gilt: p ist eine Primzahl < p e N;p>2und Va e N:a teilt p=a=1Va=np.

Gehen Sie bei Ihrem Beweis wie folgt vor. Zeigen Sie 1) die Fzistenz der Primfaktorzerlegung mittels
vollstandiger Induktion. Zeigen Sie 2) die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in den folgenden
Schritten:

(i) Benutzen Sie den Euklidischen Algorithmus (Wechselwegnahme) um zu zeigen, dass fir je zwei
natiirliche Zahlen m,n zwei ganze Zahlen p, ¢ existieren, sodass:

g9T(m,n) =p-m+q-n.

Y Y ) :
(ii) Benutzen Sie (i), um zu zeigen, dass fiir natiirliche Zahlen m,n und Primzahl p gilt
p teilt m - n < p teilt moder p teilt n.

Verallgemeinern Sie diese Aussage auf Produkte von mehr als zwei Zahlen.

(iii) Nehmen Sie nun an, dass es zwei verschiedene Primfaktorzerlegungen gibt und benutzen Sie das
Resultat aus (ii) um zu zeigen, dass beide Zerlegungen in allen Faktoren iibereinstimmen.

Losung 4 Wir beweisen zuerst die Existenz einer Primfaktorzerlegung fiir jede natiirliche Zahl n > 2
mit vollstdndiger Induktion tiber n.

Induktionsanfang (n = 2): 2 ist prim, also insbesondere ein Produkt von Primzahlen.

Induktionsannahme (IA): alle Zahlen m € N, m > 2,m < n lassen sich als Produkt von Primzahlen
darstellen, fiir festes n.

Induktionsschritt: Angenommen, (IA) gilt fiir n, und betrachten wir die natiirliche Zahl n + 1.



Fall 1 n+ 1 ist prim. Dann ist n + 1 der Produkt von Primzahlen.

Fall 2 n + 1 ist nicht prim. Nach der Definition von einer Primzahl gibt es also ein a € N, sodass
1. ateilt n+1,d.h. es gibt ein b€ Nmit n+1=>5-a, und
2.a#1und a#n+1.

[Uberlegen Sie sich, warum die Verneinung der Definition einer Primzahl tatsichlich dquivalent
zu diesen Bedingungen ist.]

Da a ein Teiler von n + 1 ist, ist a < n + 1. Da zusétzlich a # n 4+ 1 muss a < n sein. Und da
a # 1 ist a > 2, also lisst sich a nach (IA) als Produkt von Primzahlen a = IT¥_, p; schreiben.

Weiln+1=a-bund a ¢ {1,n+ 1}, konnen wir dhnlich argumentieren, dass b € N, b > 2,6 < n,
also lasst sich b nach (IA) auch als Primzahlprodukt b = Hézlqj darstellen.

Also konnen wir insgesamt n + 1 als Produkt der Primzahlen
n+l=a-b=pr-... pr-q--..-q
darstellen. O
Nun beweisen wir die Eindeutigkeit dieser Primfaktorzerlegung fiir alle n € N,n > 2.

(i) Wir zeigen, dass fiir alle m,n € N gibt es p, q € Z, sodass

ggT(m,n) =p-m+q-n.

(Diese Aussage ist als Lemma von Bézout bekannt)

Wir beweisen die Aussage mittels vollstdndiger Induktion {iber die Anzahl K der Schritte im
euklidischen Algorithmus. Wir bemerken: Fiir natiirliche Zahlen m, n terminiert das euklidische
Algorithmus immer nach endlich vielen Schritten.

Wir nehmen oBdA an, dass m > n.

Induktionsanfang (K = 1): Falls der euklidische Algorithmus nach einem Schritt schon
terminiert, also

m=mng-n-+0,
dann ist ggT'(m,n) = n, und somit gilt

ggT'(m,n)=n=m—-—m+n=m— (ny— 1)n.

Induktionsannahme (IA): Wir nehmen an, dass fir alle Zahlen m, 7, sodass das euklidische
Algorithmus nach héchstens K Schritten terminiert, gibt es ganze Zahlen p, ¢ mit

99T (m,n) =p-m+q-n.
Induktionsschritt: Seien m,n natiirliche Zahlen, und wir nehmen an, dass der euklidische

Algorithmus nach K 4 1 Schritten terminiert. Wir betrachten die K + 1 Gleichungen des
euklidischen Algorithmus:

m = non +ri (1)
n=niry+nre (2)
1 = Nory + 13 (3)
rKk—1 =ngrig +0. (K + 1)



mit ggT'(m,n) = rk.

Bemerkung: Die K Gleichungen bis (K + 1)) bilden das euklidische Algorithmus fiir die Zahlen
n und r1. Somit gibt es nach (IA) ganze Zahlen p und ¢ mit

ggT(m,n) = rg = ggT'(n,r1) = pn + Gri. ()

Wir kénnen Gleichung wie folgt umstellen:
r =m—non
Wenn wir die obige Gleichung in einsetzen, bekommen wir:

99T (m,n) = pn + g(m — non)
= pn + gm — gnon
= gm + (p — qno)n.

Wir haben also ganze Zahlen p = § und ¢ = p — gng gefunden, sodass

ggT(m,n) =p-m+q-n.

Wir zeigen beide Implikationen.

«<: Angenommen p teilt m oder p teilt n. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir
annehmen, dass p m teilt, d.h. es existiert ein k € N, sodass m = p- k. Dann ist

mn = (pk)n =p- kn,
also teilt p die Zahl mn.

=: Wir zeigen: Falls eine Primzahl p mn teilt und p m nicht teilt, dann muss p n teilen.

Sei also p eine solche Primzahl. Da p und m teilerfremd sind, ist gg7'(p, m) = 1, also nach Teil (i)
gibt es a,b € Z mit.

1l=ap+bm
Wir multiplizieren auf beiden Seiten mit n und bekommen:
n = (ap + bm)n = apn + bmn.

— p teilt apn offenbar
— p teilt mn nach Annahme und mn teilt bmn, also teilt p auch bmn.
Somit teilt p auch apn + bmn = n. O

Dass die Ausage auch fiir endliche Produkte von natiirlichen Zahlen gilt, beweisen wir mittels
vollstandiger Induktion.

Induktionsanfang (2 Faktoren) wurde gerade gezeigt.

Induktionsannahme (TA): Wenn eine Primzahl p das Produkt von n natiirlichen my - ... m,
Zahlen teilt, dann existiert ein ¢ € {1,...,n}, sodass p m; teilt.

Induktionsschritt: Seien my,..., myq1 natiirliche Zahlen und p eine Primzahl, sodass p das
Produkt mq - ... - myuq1 teilt.

My ... Mpy1 =my-(mg-... - Myy1), also kdnnen wir wie oben argumentieren und sehen, dass
p my teilt oder p mo - ... myy1 teilt. Im ersten Fall sind wir schon fertig, im zweiten Fall teilt p

das Produkt von n Zahlen und somit existiert nach (IA) ein ¢ € {1,...,n}, sodass p m; teilt. O



(iii) Sei m eine nattrliche Zahl mit zwei Primfaktorzerlegungen

n=pi-... pp (4)
n=q-...-q (5)

(Bemerkung: k£ und [ miissen nicht a priori gleich sein. Wir nehmen O.B.dA. an, dass k < [.)

p1 ist ein Teiler von n, also teilt p; das Produkt ¢ - .. .- ¢;. Weil p; prim ist muss p; nach Aufgabe
1 ein g; in {q1,...,q} teilen. Da ¢; prim ist (insbesondere > 2) ist dann p; = ¢;. O.B.d.A. kénnen
wir annehmen, dass j = 1 (ansonsten ordnen wir die Primfaktoren in der zweiten Gleichung um).

Wir kénnen nun in beiden Gleichungen oben durch p; bzw. ¢; teilen und bekommen zwei Prim-
faktorzerlegungen der natiirlichen Zahl Pﬂl = q%' Nach dem selben Argument wie im vorherigen
Absatz kénnen wir iterativ zu jedem p; mit i € {2,...,k} den dazugehorigen Primfaktor ¢; finden,
sodass p; = g;, und anschlielend dadurch teilen.

Also gilt p; = g; fur alle i < k. Da Primzahlen stets > 2 sind und 1 = ﬁ = qQgy1 - ---q gilt,
folgern wir, dass k = [. Somit haben wir gezeigt, dass beide Primfaktorzerlegungen gleich sind.

(Ubung: Schreiben Sie diesen Beweis wie in den vorherigen Teilaufgaben als Induktionsbeweis
iiber k auf.)



